І. Похідна.

§ 1.Задачі, що приводять до поняття похідної.

1. Рівномірний рух і його швидкість.

1. Розглянемо рівномірний прямолінійний рух. 

Закон рівномірного руху, виражається лінійною функцією  S=at+b,  де a і b – сталі числа.

Розглянемо два різні моменти часу: t   і   t +Δ t (Δ t >0 – приріст часу). Довжину шляху, який пройшла матеріальна точка за час Δ t, позначимо ΔS (приріст довжини шляху).

ΔS=a(t +Δ t)+b –( at+b)= at+ aΔ t + b – at- b = aΔ t.

Знайдемо відношення 
[image: image805.wmf]0

0

)

2

lim(

lim

gt

t

g

gt

с

=

D

+

=

=

u

u

.

[image: image2.wmf]a

t

t

a

t

S

=

D

D

=

D

D


Відношення 
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 називається середньою швидкістю і позначається 
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Отже, для рівномірного руху 
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=а є сталою і не залежить від часу Δ t. Вона залишається тією самою в будь – які моменти часу. Тому середню швидкість для рівномірного руху вважають миттєвою швидкістю. Так як в будь – які моменти часу миттєва швидкість однакова, то ії називають швидкістю рівномірного руху.
2. Закон зміни довжини l пружини в залежності від навантаження Р визначається співвідношенням l = kP+l0 , де k,l0 - величини постійні.

Як і для закону рівномірного руху, одержимо
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Це відношення визначає видовження  пружини, що припадає на одиницю зміни навантаження. Це відношення показує наскільки швидко змінюється довжина пружини при зміні навантаження. Тому величину 
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 можна назвати швидкістю зміни довжини пружини відносно зміни навантаження.


Згідно формули l = kP+l0, довжина l пружини є функція першого степеня відносно навантаження Р. Значить, процес зміни довжини пружини в залежності від навантаження є процес рівномірний. Швидкість рівномірного процесу визначається відношенням приросту Δ l  функції l до приросту Δ Р  аргументу Р.

3. Нехай дана функція y= kx+b. Якщо  x і y розглядати як величини  математичні, то ця функція буде виражати процес зміни величини у  в залежності від зміни величини   x.


Відношення 
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 визначає зміну функції y, що припадає на одиницю зміни аргументу х. Тобто 
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- швидкість зміни функції y відносно аргумент -ту х.

Графіком функції першого степеня  y= kx+b  є пряма лінія. Тому Ії називають лінійною функцією. Коефіцієнт k називають кутовим коефіцієнтом прямої лінійної функції.
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 показує, що швидкість зміни лінійної функції y= kx+b  відносно аргументу х є величина постійна і дорівнює кутовому коефіцієнту к функції.

2. Нерівномірний рух і його швидкість.

Нехай матеріальна точка М падає в середовищі без опору. Тоді закон такого руху виражається формулою
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, де g = 9,81м/с2 – прискорення вільного падіння.

                         Поставимо задачу: Обчислити швидкість руху 

                         точки у момент часу t, якщо точка знаходиться в 

положенні М (Мал.1).

                            Надамо приріст Δ t аргументу  t. За час Δ t точка

                                 пройде шлях ΔS. Назвемо його приростом шляху.( M M1).
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Знайдемо середню швидкість
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Нехай Δ t
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0. Чим менший інтервал часу Δ t після моменту часу  t0 , тим точніша середня швидкість характеризуватиме швидкість точки у момент часу t0.

Швидкістю точки у момент часу t називається границя середньої швидкості   
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   за інтервал часу Δ t, коли  Δ t прямує до 0 .



                                                 
[image: image18.wmf]0

®

D

t

  
[image: image19.wmf]0

®

D

t



Миттєва швидкість 
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 падіння точки в момент часу t є границя середньої швидкості при умові що Δ t
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0.


Розглянемо загальний випадок нерівномірного руху. Нехай матеріальна точка рухається прямолінійно, а закон Ії руху задано функцією S=f(t).

Для визначення швидкості точки у момент часу  t знаходимо спочатку середню швидкість руху за проміжок часу Δ t. За проміжок часу Δ t точка пройде шлях ΔS.
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Миттєвою швидкістю 
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  матеріальної  точки у момент часу t називають границю середньої швидкості за проміжок Δ t, коли Δ t
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0.

3. Швидкість зміни функції.

(Основна задача, що приводить до поняття похідної).


Встановимо поняття швидкості нерівномірного процесу зміни.


Візьмемо функції y= f(х) і будемо розглядати х і y як величини математичні, тобто не будемо приписувати їм фізичного змісту. Тоді функція y= f(х)  буде виражати процес зміни змінної у в залежності від зміни змінної величини х. Нехай приріст Δх  веде за собою пиріст Δу  функції у. Відношення 
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 показує, в скільки разів швидше чи повільніше змінюється у

В порівнянні зі змінюванням х в «середньому», коли х змінюється  на величину Δх. Тому 
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 можна назвати середньою швидкістю (Vc) зміни y в порівнянні з х при зміні х на величину Δх.


Швидкістю ν зміни функції у при даному значенні х називають границю відношення 
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Швидкістю зміни функції у при  при даному значенні х називають границю відношення  приросту Δу функції у до приросту Δх аргументу х, коли 

Δ х
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Установлене таким чином поняття швидкості на всякий процес зміни застосовується в різних галузях знань.


Визначення швидкості всякого процесу складає основну задачу, що приводить до поняття похідної.


Розглянемо окремі випадки цієї основної задачі:

1. Коли тверде тіло обертається навколо осі, то кут φ  повороту його є функція від часу t. Якщо за проміжок часу від  t  до  t +Δ t  тіло повернулось на кут Δφ, то відношення 
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 є середня кутова  швидкість обертання за проміжок часу Δ t  , а lim 
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 - кутову швидкість обертання 
                                                                        Δ t 
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у момент часу t.

2. Позначимо через Q кількість речовини, що вступила в хімічну реакцію в момент часу t. Тоді відношення 
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є середня швидкість хімічної реакції за проміжок часу від t  до  t +Δ t , а lim
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                                                               Δ t 
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    момент часу t. 

3. Позначимо через t0 температуру (в градусах Цельсія) і через Q- кількість теплоти (в калоріях), яку потрібно дати тілу при нагріванні його від 00   до t0.   Q є функція від  t0.   Q=f(t0). Надамо   t приріст Δ t. Тоді   Q  одержить приріст ΔQ. Відношення 
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визначає середнії приріст кількості теплоти розрахований на одиницю приросту температури t0. Ця середня швидкість зміни кількості теплоти називається середньою питомою теплоємністю тіла при нагріванні від  t0  до t0+Δ t . Швидкість зміни кількості теплоти при даній температурі t0 , тобто      lim
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                                                                                               Δ t 
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    Питомою теплоємністю тіла при даній температурі  t0 .

4. Позначимо через   Q кількість електрики (в кулонах), що проходить за t  

    через поперечний переріз провідника. Силою струму І називають границю 

І= lim
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Ця границя визначає кількість електрики, що проходить через переріз провідника, розрахована на одиницю приросту часу. Таким чином, сила струму є швидкість протікання електрики через переріз провідника.

4. Нехай маємо деяку довільну криву Z (Мал. 2.)

Z




                                                               

                                                                                                             Т

Візьмемо  на ній дві точки М0   і   М1  і через них проведемо пряму М0М1 , яку назвемо січною. Якщо точка М1 рухаються вздовж кривої то січна М0М1  повертатиметься навколо точки М0. Нехай точка М1 рухаючись вздовж кривої, наближається до точки М0 .Тоді довжина хорди М0М1  прямує до 0 .Якщо при цьому  і величина кута М1 М0Т
[image: image50.wmf]®

0, то пряма М0Т називається граничним положенням   січної М0М1.

Означення. Дотичною до кривої Z у точці М0 називається граничне положення  М0Т січної М0М1, якщо точка М1 прямує вздовж кривої до злиття з точкою М0.

З якого б боку точка М1 не наближалася по кривій до точки М0, січна  М0М1 при цьому має наближатися до того самого її граничного положення. Тільки у цьому разі кажуть, що у точці М0 крива має дотичну.

Якщо січна   М0М1   наближається                                                                                               

                                М0                                                  до різних прямих (Мал. 3) залежно

                                                                     від того, з якого боку М1
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 М0, то                      

                                                                     кажуть, що в даній точці дотичної до 

                                                                     кривої не існує. Так, дотичної до 

                                                                     кривої  у точці М0 не існує, бо коли 

                                                                     точка М1
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 М0  знаходиться справа 

                                                                     від  М0, то січна М1М0  

                                                                     наближається до прямої М0Т1. А 

                                                                     якщо М2
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 М0  і знаходиться зліва, 

                                                                     то січна М2М0  наближається до 

                                                                    прямої М0Т2.

Поставимо задачу: провести дотичну до графіка функції y=f(x)  в точці М0(х0; у0).(Мал.4)


Положення дотичної до кривої у заданії точці цілком визначається кутом нахилу її до додатного напряму осі Ох. Треба знати цей кут.


Надамо абсцисі х0 приросту Δ х. М0(х0; у0) 
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 М1(х0 + Δх; у0+ Δу ).


Визначимо приріст ординати Δу=f(х0 + Δх) - f(х0 ). Геометрично Δу дорівнює довжині відрізка NМ1 , тобто приросту ординати при переході від точки  М0 до точки М1 . Складемо відношення
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 -тангенc  кута нахилу φ, утвореного січною М0М , з додатним напрямом осі Ох, тобто 
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0, то Δ y 
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0 . Тому М1
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 М0  , а січна М0 М1 прямуватиме до свого граничного положення, тобто положення дотичної М0Т . Це означає, що кут  φ нахилу січною М0М1   буде прямувати до кута 
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нахилу дотичної М0Т, а  
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Lim 
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де  k – кутовий коефіцієнт дотичної М0Т.

Знаючи  tg 
[image: image68.wmf]a

, можна знайти кут 
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 і побудувати дотичну до кривої  y=f(x) у точці М0(х0; у0).
Приклад1. 1. Визначити нахил дотичної до графіка функції y=sinx. у точках (0;0) і  ( 
[image: image70.wmf]p

;0).

Розв’язання. Визначимо кутові коефіцієнти , k1 та k2  дотичних до кривої  у точках  (0;0) і ( 
[image: image71.wmf]p

;0).
Дістанемо: Δf(0)= sin(Δx) – sin0 = sin Δx
                   Δf(
[image: image72.wmf]p

)= sin(
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+Δx) – sin
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 = -sin Δx
Знаходимо відношення
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                       k2= lim
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Отже, дотичні до синусоїди в точках  (0;0) і ( 
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;0) утворюють з додатним напрямом осі Ох відповідно кути  
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Знання нахилу дотичної до кривої буває корисним для уточнення графіка функції у певних точках. Результат який одержано в прикладі, допоможе правильно накреслити графік функції  . Слід врахувати, що в точках (0;0) і 

( 
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;0) і взагалі в точках (2
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n;0) , ((2n+1)
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;0),n
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Z синусоїда дотикається до прямих, нахилених до осі Ох відповідно під кутами 
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 та 
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 (мал. 5).

§ 2.Похідна. Механічний та геометричний зміст похідної.


Обчислення границі відношення виду
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0 суттєво зв’язано з установленням основних понять в різних галузях науки і техніки. Тому в математичному аналізі вказаній границі приділяють особливу увагу і дають спеціальне найменування. Цю границю називають похідною функції y=f(x) від змінної х.


Похідною функції y=f(x) в точці х0 називається границя відношення приросту 
[image: image102.wmf]D

у функції до приросту 
[image: image103.wmf]D

х аргументу за умови, що приріст 
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х прямує до 0, а границя існує, тобто

F′(x0)=lim
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Користуючись означенням похідної, всі результати, встановлені раніше, можна сформулювати таким чином:

1. Швидкість зміни функції y=f(x) при даному значенні х є похідна від функції у в даній точці х.

2. Миттєва швидкість руху є похідна від пройденого шляху S за часом t.

3. Кутова швидкість обертання тіла навколо осі є похідна від кута φ повороту тіла відносно осі за часом t.

4. Швидкість хімічної реакції є похідна від кількості речовини Q, що вступила в реакцію за часом t.

5. Теплоємність тіла є похідна від кількості тепла Q, що поглинає тіло, за температурою t
[image: image111.wmf]0

.

6. Сила струму є похідна від кількості  Q протікаючої електрики за часом t.

7. Кутовий коефіцієнт k дотичної є похідна від ординати y=f(x) за абсцисою x в точці x0.

Механічний зміст похідної: миттєва  швидкість нерівномірного руху є похідною від шляху S=f(t), тобто 
[image: image112.wmf])
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Геометричний зміст похідної: похідна f′ (х0) дорівнює кутовому коефіцієнту k=tg
[image: image113.wmf]a

 дотичної до кривої, проведеної у точці М0(х0; у0).

k=tg
[image: image114.wmf]a
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Якщо похідна функції y=f(x), якщо вона існує в кожній точці інтервалу (а;в) є теж функцією від аргументу х. Тоді її позначають символом f ′(x)і за означенням

f ′(x)=lim
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Якщо функція в даній точці має похідну, то вона називається диференційованою в цій точці, а знаходження похідної – диференціюванням функції.

Для того, щоб продиференціювати функцію, треба виконати слідуючи операції:

1)незалежній змінній х  надаємо приросту 
[image: image127.wmf]D

х;

2)знаходимо приріст залежної змінної 
[image: image128.wmf]D

y;

3)складаємо відношення 
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4)знаходимо lim
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Приклад 2. 1.   Знайти похідну від функції  f(x)= 3x2 в точці x0=2.

Розв’язання. Надаємо змінній  x приріст 
[image: image133.wmf]D

х.

Знаходимо приріст 
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f функції f(x)= 3x2


[image: image135.wmf]D

f = f(x+
[image: image136.wmf]D

x)- f(x)


[image: image137.wmf]D

f = 3(x+
[image: image138.wmf]D

x)2-3x2=3(x2-2x
[image: image139.wmf]D

x + (
[image: image140.wmf]D

x) 2)-3x2=

                         3x2-6x
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Складемо відношення
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Знаходимо границю

f ′(x)=lim
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x)=6x        f ′(x)=6x
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Якщо x=2 ,то f ′(2)=6·2=12

Відповідь: 12.

Приклад 2. 2. Дано рівняння руху матеріальної точки S(t)=8t-t2 ( t- час (в 

                        секундах), S(t)- шлях (в метрах)). Знайти: 

                       а) швидкість в момент часу t;

                       б) швидкість в момент часу t=3c;

                       в) момент часу,  коли швидкість точки дорівнює нулю.

Розв’язання. 

Надаємо  приріст аргументу t,
[image: image154.wmf]D

t.

Знаходимо приріст функції 
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S.


[image: image156.wmf]D

S = S(t+
[image: image157.wmf]D

t)-S(t)


[image: image158.wmf]D

S = 8(t+
[image: image159.wmf]D

t)-(t+
[image: image160.wmf]D

t)2 – (8t-t2)=8t+8
[image: image161.wmf]D

t-t2-2t
[image: image162.wmf]D

t-(
[image: image163.wmf]D

t)2-8t+t2=8
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                                   -(
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Складемо відношення
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c= lim(8-2t-
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[image: image177.wmf]n

=(8-2t)  -    швидкість точки в момент часу  t

t=3      
[image: image178.wmf]n

(3)=8-2·3=2(м/с)  -  швидкість точки в момент часу t=3c


[image: image179.wmf]n

=0  8-2t=0;

      2t=8;

      t=4 c.

Відповідь: а)  (8-2t) м/с;   б)  2м/с;    в)  4 c.

Приклад 2. 3.   Маховик, затриманий тормозом, за t  секунд повертається 

                          на кут φ=8t-0,5t2. Визначити кутову швидкість: 

                          а)  в момент часу t;

                          б)  в момент часу t=3c;

                          в) знайти момент часу,  коли маховик зупиниться.

Розв’язання.  Знаходимо похідну за загальним правилом диференціювання.Надаємо приріст аргументу t,
[image: image180.wmf]D

t.

Знаходимо приріст функції
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                       8t+0,5t2=8
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t)2=(8-t-0,5
[image: image190.wmf]D

t)
[image: image191.wmf]D

t.


[image: image192.wmf]t

t

t

t

t

t

е

с

D

-

-

=

D

D

D

-

-

=

D

D

=

5

,

0

8

)

5

,

0

8

(

j

w



[image: image193.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image194.wmf]w

(t)=φ′(t) = lim 
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 = lim (8-t-0,5
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t)=8-t.
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[image: image201.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image202.wmf]w

(t)=(8-t) рад/с  -   швидкість  в момент   t.

При  t=3c 
[image: image203.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image204.wmf]w

(3)=8-3=5 рад/с .   

Маховик зупиниться, коли  
[image: image205.wmf]w

=0.    8-t=0 

                                                             t=8c 

Відповідь: a) (8-t)рад/с ;  б)  5рад/с ;  в) 8c.
Приклад 2. 4.  Кількість теплоти ( в малих калоріях), що одержує 1г. 

                        Деякої речовини при нагріванні її від 00 до  t0  визначається                      

                         за формулою Q=0,1054t +0,000002t2.Знайти питому 

                         теплоємність цієї речовини при  t=1000  
Розв’язання.  Надаємо приріст аргументу t,
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t.
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Q=0,1054(t+
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C= lim 
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С=0,1054+0,000004t   -питома теплоємність.

При t = 1000   одержимо      C100=0,1054+0,000004·100=0,1058 Дж/кг·
[image: image228.wmf]0

С
Відповідь:  0,1058 Дж/кг·
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Приклад 2. 5.   Закон зміни температури Т тіла в залежності від часу 
                          виражається формулою T=0,5t2.З якою швидкістю 
                          нагрівається це тіло в момент t=4c?

Розв’язання.  Знаходимо похідну за загальним правилом диференціювання.Надаємо: приріст аргументу 
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t,
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T-приріст функції
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T′(t) = lim 
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t)=t (град/с) -  швидкість нагрівання в момент 
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0                                                         часу t
В момент t =4с  тіло нагрівається зі швидкістю 4 град/с.

Відповідь: 4 град/с.

Приклад 2. 6.   Кількість електрики, що походить через провідник за t 

                         секунд визначається формулою  Q=2t2+3t+1 (кулонів). 
                         Знайти силу струму в кінці п’ятої секунди.

Розв’язання.  Знаходимо похідну за загальним правилом диференціювання.
[image: image250.wmf]D

t - приріст аргументу ;
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Q - приріст функції.
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I=(4t+3) ампер – сила струму в момент часу  t.                                                  

I=4·5+3=23 ( ампера) – сила струму в кінці п’ятої секунди.

Відповідь: 23 ампера.

Приклад 2. 7.   Дана крива y =
[image: image276.wmf]4

1

x2-2x.Знайти кут нахилу кривої в точці 
                          абсцис якої дорівнює: а)  0;   б)  6;   в)  8.

Розв’язання.  Згідно означення кут нахилу кривої в даній точці визначається за формулою 
K=y′(x) = f′(x) = lim 
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Знайдемо похідну функції
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В даному випадку  кут нахилу кривої в  точці з абсцисою  х визначається за  формулою  k=
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x-2.

а) при х=0                       k=
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·0-2=-2.                        tg
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1=-2.

б) при х=6                       k=
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в) при х=8                       k=
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Відповідь: - arctg 2;    
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p

;    arctg 2.

Приклад 2. 8.   Дана крива y=-x2+4. Провести до цієї кривої дотичну в 
                         точці, абсциса якої дорівнює –1.

Розв’язання.  Для побудови дотичної до кривої в даній точці треба спочатку скласти її рівняння. Абсциса точки дотику нам дана. Знайдемо ординату цієї точки.
y=-x2+4                            y(-1)=-(-1)2+4=-1+4=3         A(-1;3).

Рівняння будь – якої прямої, що проходить через точку (x0;y0)  має вигляд                    y-y0=k(x-x0)                            y-3=k(x+y)

Знайдемо k - кутовий коефіцієнт.
k=y′(-1).
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y′(x) = lim 
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k=y′(-1) = -2(-1)=2,             k=2.

y-3=k(x+1)

y=2x+2+3.

y=2x+5  -  рівняння дотичної до графіка функції y=-x2+4  .

Будуємо криву  і проводимо дотичну в точці (-1;3). (Мал. 6).
Приклад 2. 9.  Пуля вилітає з пістолета вгору з швидкістю 300 м/с.  

               Знайти швидкість пулі в момент t=10 с. і визначити скільки 

               часу  пуля піднімається вгору. Опір повітря не 

               враховувати.
Розв’язання.  Висота S(м), яку досягає тіло за  t секунд, кинуте вертикально в гору з швидкістю  
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0м/с визначається за формулою
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0t-4,9t2,    S(t)=300t-4,9t2
Знайдемо похідну.
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(t) = S′(t) = lim 
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[image: image380.wmf]n

(t) = 300-9,8t -    швидкість пулі в момент часу  t
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(10) = 300-9,8·10=300-98=202 (м/с) - швидкість пулі в момент часу  

                                                                           t=10 с.

Визначимо, скільки часу пуля піднімається вгору.
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(t) = 0    300-9,8t=0

                 9,8t=300

                 t=30,1c.

Відповідь:  202 (м/с) ;   30,1c.

Приклад 2.10.  Тіло обертається навколо осі за законом φ=0,1t2. Знайти 
                          кутову швидкість обертання тіла в момент t=5с.

Розв’язання. Знайдемо похідну.
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t)=0,2t.(рад/с )– кутова швидкість в момент  
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[image: image403.wmf]n

(5) = 0,2·5=1(рад/с )    – кутова швидкість в момент часу t=5с.
Відповідь:  0,2t. рад/с ;   1 рад/с.
§ 3.Неперервність функції. 

Необхідна умова існування похідної.

1.Поняття неперервності функції.

Функція  y=f(x) називається неперервною в точці x0 
[image: image404.wmf]Î

(a; b) якщо існує границя функції в цей точці і вона дорівнює значенню функції в точці x0.

Функція  y=f(x) називається неперервною в точці x0. , 
якщо lim 
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y=0.
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Функція y=f(x) в точці x0 буде неперервною тоді і тільки тоді, коли виконуються умови:

a) функція  y=f(x)  визначена в точці x0, тобто існує число f(x0);
b) iснує границя  lim f(x)функції в точці x0 ;  

                              x
[image: image408.wmf]®

x0     
c) границя функції дорівнює значенню функції в цій точці, тобто
                              lim f(x) = f(x0);  

                              x
[image: image409.wmf]®

x0     
Ці умови разом є необхідними і достатніми для того, щоб функція f(x) була неперервною в точці  x0.

2. Основні теореми про неперервність функції.

1) Якщо функції f(x) і φ(x) є неперервними в точці x0, то в цій точці    будуть неперервними і функції f(x) 
[image: image410.wmf]±

 φ(x);   f(x) · φ(x) .

2) Якщо функції f(x) і φ(x)  є неперервними в точці x0  і  φ(x0)
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0, то в  точці x0 є неперервною також і функція  
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3) Якщо функція y=f(x)  неперервна в точці x0  , а функція g(x) неперервна  в  точці  y0=f(x0)  , то складена функція g(f(x)) неперервна  в точці  x0.
Перша теорема Больцано – Коші.


Якщо функція f(x) задана на проміжку [a; b] і неперервна в проміжку (a; b) і якщо на кінцях проміжку значення функції f(а) і f(b) мають різні знаки, то між a і b  існує таке значення x0 (принаймні одне), при якому f(x)  перетворюється в нуль.f(x0) = 0    x0 
[image: image413.wmf]Î

(a; b).


Геометрична ілюстрація цієї теореми на мал. 7.







На інтервалі (a; b) є три точки с1 , с2 , с3 в яких функція перетворюється в нуль. Ці точки називаються нулями функції, або розв’язки рівняння

 f(x) = 0.

Теорема 1 дає достатні умови існування нулів функції на відрізку [a; b] . Однак ці умови не є необхідними. Про це свідчать малюнки 8 і 9.











Друга теорема Больцано – Коші.


   Якщо функція f(x)  неперервна на відрізку [a; b], причому 

             f (a) 
[image: image414.wmf]¹

f(b) , то для будь - якого числа А , яке міститься між 

             числами f(a) і f(b), існує точка С(а; в) , така, що f(с)=А.


Геометрична ілюстрація цієї теореми на малюнку 10.





                         





Перша теорема Вейєрштрасса. Якщо функція f(x)   визначена і 

неперервна на проміжку [a; b],  то вона обмежена на цьому проміжку, тобто існують таки два числа m і M  , що для всіх x 
[image: image415.wmf]Î

[a; b] виконується нерівність.

m
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 f(x)
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M.


Розглянемо, наприклад, неперервну на інтервалі (-
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;

)функцію f(x)=x. (Мал. 11.)

Ця функція обмежена на довільному відрізку [a; b]
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). Наприклад, 

         
  

    















для довільного  х 
[image: image421.wmf]Î

[1;2]  виконується нерівність 
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тобто функція f(x)=x  обмежена на відрізку [1;2].

Друга теорема Вейєрштрасса. Якщо функція f(x)   неперервна на 

відрізку [a; b],  то серед її значень на цьому відрізку є найменше і найбільше. Дану теорему ілюструє Мал. 12.






3.  Точки розриву неперервності і їх класифікація. 

Точка х=а називається точкою розриву неперервності функції f(x) , якщо в цій точці не виконується хоч би одна з умов неперервності функції.


Точки розриву неперервності першого роду.

Точка х=а розриву неперервності функції f(x)    називається точкою розриву першого роду, якщо в цій точці існують скінченні лівостороння і правостороння границі функції, тобто
Lim f(x) = A               lim f(x) = B.

x
[image: image423.wmf]®

a-0                                 x
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a+0

Якщо А=В, то точку х=а називають точкою поправного розриву неперервності.

Якщо А
[image: image425.wmf]¹

В, то різницю В-А називають стрибком розриву неперервності функції в точці х=а.

Приклад 3. 1. Розглянемо функцію  
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.  Дана  функція не визначена при х=0, а при х
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0 вона визначена – отже, неперервна.


Тоді х=0 є точкою розриву неперервності функції.


Відомо, що

Lim 
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Отже, в точці х=0 маємо поправний розрив неперервності (Мал. 13). Щоб “виправити” наперервність даної функції в точці х=0, введемо нову неперервну функцію
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Яку дістаємо з даної, доповнивши ії до визначення в точці х=0 таким чином, щоб вона стала неперервною.

Приклад 3. 2. Розглянемо функцію 
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0 . Тому х=0  є точкою розриву неперервності. Знайдемо 

Lim y = lim 
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Lim y = lim 
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В даному випадку лівостороння границя А=-1, а правостороння В=1; тому точка х=0  є точкою розриву неперервності першого роду, причому стрибок розриву в цій точці дорівнює В-А=2 .(Мал. 14.).







Точки розриву неперервності другого роду.

Точка х=а розриву неперервності функції f(x)    називається точкою розриву другого роду, якщо в цій точці  не існують скінченної хоч би однієї границі.

Приклад 3. 3. Розглянемо функцію 
[image: image445.wmf]x
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. Точкою розриву неперервності функції є х=0. Знайдемо

Оскільки правостороння границя не існує, то х=0  є точкою розриву другого роду. (Мал. 15.)










4. Неперервність диференційної функції.
Теорема. Якщо функція f диференційована в точці х, то вона неперервна в  цій точці.

Ця теорема стверджує, що неперервність є необхідною умовою диференційованості функції, але не є достатньою умовою, тобто неперервність функції y точці не гарантує диференційованість в цій точці.

Геометрично диференційованість функції означає, що в кожній точці кривої, що є її графіком, можна провести дотичну, не паралельну осі Оу. Такі криві називають гладкими. Точкам, в яких функція не диференційована, на її графіку відповідають злами та розриви. На мал.16 зображено графіком функція у=f(х).

  

          







Функція f(х) визначена на інтервалі (а;b) і не є диференційованою тільки в точках х1, х2, х3, х4, причому в точках х1, х2, х4 вона неперервна, а в точці х3 – розривна.

Приклад 3.4

Доведемо, що похідна функції f(х)=|х| у точці х=0 не існує.

Розв`язання.

Знайдемо приріст функції в точці х0.

Δt=f(x+Δx)- f(х)
Δf=|х+Δх|-|х|.

Δf(0)=|0-Δx|-|0|=|-Δx|=|Δx|.

Складемо відношення 
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За означенням модуля
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Обчислимо праву і ліву границі відношення 
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, врахувавши, що при обчисленні правої границі Δx>0, а при обчисленні лівої границі Δx<0.
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Оскільки права границя відношення 
[image: image461.wmf]x
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 не дорівнює лівій границі, то звичайної (двосторонньої) границі цього відношення не існує , і, отже, похідна функції f(х)=|x|  при х =0    не   існує.






З графіка функції  (мал. 17.) випливає, що в точці (0;0) провести дотичну не можна, у цій точці крива, яка є графіком функції має перегин.

§ 4.Правила диференціювання похідних.

1.Похідні елементарних функцій.

1.с′ = 0

2.х′ = 1

3.(х2)′=2x

4.(xn)′ = nxn-1

5.
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2

1


9.(sinx)′= cosx

10.(cosx)′ = - sinx

11.(tgx)′ = 
[image: image469.wmf]x
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12.(ctgx)′ = -
[image: image470.wmf]x
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2.Арифметичні операції над диференційованими функціями.
Теорема 1. Похідна суми (різниці) двох диференційованих у точці х 
функції U та υ існує і дорівнює сумі (різниці) їх похідних у цій точці.

                                       (U(x)
[image: image471.wmf]±

υ(x))′ =  U′(x) 
[image: image472.wmf]±

υ′(x)                          (13)

Наслідок. Якщо кожна с функцій 

U1(x), U2(x), U3(x) ... Un(x) диференційована в точці х, то 

(U1(x) + U2(x) + U3(x) + ... + Un(x))′=U′1(x) + U′2(x) + U′3(x) + ... + U′n(x)   (14)
Приклад 4. 1. Знайти похідну функції f(x)=x+cosx-4.

Розв’язання: За теоремою 1 і її наслідком та користуючись похідними елементарних функцій

F′(x)=(x3+cosx-4)′ = (x3)′+(cosx)′ – (4)′= 3x2-sinx.

Теорема 2. Похідна добутку двох диференційованих у точці х функції U 
                    та υ існує та обчислюється за формулою

(U(x)·υ(x))′ =  U′(x)·υ(x) + U(x)·υ′(x)                          (15)

Наслідок. Якщо U(x) диференційована в точці х, а С стала, то похідна їх 

добутку існує і 

(С·U(x) )′ = С·U′(x) 





  (16)

тобто постійний множник можна винести за знак похідної.

Приклад 4. 2. Знайти похідну функції f(x)=x2·cosx.

Розв’язання: Користуючись  теоремою 2 та її наслідком і похідними елементарних функцій знаходимо F′(x).

F′(x)=(x2·cosx)′ = (x2)′·cosx+x2·(cosx)′ = 2xcosx+x2·(-sinx) =2xcosx-x2sinx.
Приклад 4. 3. Знайти похідну функції f(x)=5ctgx + 6cosx + x7tgx.

Розв’язання: Користуючись  теоремами про похідні суми та добутку функції і їх наслідків знаходимо похідну функції  f(x).

f′(x)=(5ctgx+6cosx+x7tgx)′=(5ctgx)′+(6cosx)′+(x7tgx)′=5(ctgx)′+6(cosx)′+

+(x7)′tgx+x7(tgx)′=-
[image: image473.wmf]x
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-6sinx+7x6tgx+
[image: image474.wmf]x
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Приклад 4. 4.  Знайти похідну функції f(x)=
[image: image475.wmf]x

x

x
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+1.

Розв’язання: Користуючись  похідними елементарних функцій та формулами (14), (16) маємо:

  f′(x)=
[image: image476.wmf](
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Теорема 3. Похідна частки двох диференційованих у точці х функції U 
                    та υ , υ(x) 
[image: image478.wmf]¹

0   існує та обчислюється за формулою
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Якщо U(x)=С, С – стала, то
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Якщо υ(x)=С, С
[image: image482.wmf]¹

0, С – стала, то
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Приклад 4. 5.  Знайти похідну функції f(x)=
[image: image484.wmf]x
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Розв’язання: Користуючись формулами похідних елементарних функцій та похідною частки, маємо:

  f′(x)=
[image: image485.wmf]2
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Приклад 4. 6.  Розв’язати нерівність f′(x)
[image: image486.wmf]£

0, якщо f(x)=
[image: image487.wmf]x
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Розв’язання: Область визначення функції f(x) є множина дійсних чисел. Знайти похідну функції f(x).

f′(x)=
[image: image488.wmf])
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За умовою f′(x)
[image: image489.wmf]£

0, 



-(х2+5х-6 )
[image: image490.wmf]£

0



х2+5х-6 
[image: image491.wmf]³
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(х+6)(х-1)
[image: image492.wmf]³
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х
[image: image493.wmf]Î

(-
[image: image494.wmf]¥

; - 6) 
[image: image495.wmf]U

[1; +
[image: image496.wmf]¥

) – розв’язок нерівності.

Відповідь: (-
[image: image497.wmf]¥

; - 6) 
[image: image498.wmf]U

[1; +
[image: image499.wmf]¥

).

3. Похідна складеної функції. 

Нехай задано складну функцію y=f(
[image: image500.wmf]j

(x)). Похідна складної функції дорівнює добуткові похідної цієї функції по проміжному аргументу 
[image: image501.wmf]j

на похідну проміжного аргументу по незалежній змінній х, тобто 

                                f(
[image: image502.wmf]j

(x))′=f′
[image: image503.wmf]j

·
[image: image504.wmf]j

′x.                                              (20)

Приклад 4. 7. Знайти похідну функції f(x)=sin4(6x+
[image: image505.wmf]3

p

).

Розв’язання: Область визначення: х
[image: image506.wmf]Î

(-
[image: image507.wmf]¥

; +
[image: image508.wmf]¥

) .

Знаходимо похідну, користуючись похідною складеної функцій та похідними елементарних  функцій :

f(x)=
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Відповідь: 12sin2(6x+
[image: image511.wmf]3

p

)sin(12x+
[image: image512.wmf]3

2

p

).

Приклад 4. 8.  Розв’язати рівняння f′ (х) =
[image: image513.wmf]j

(x) , якщо 
f(x)=4xcos2  
[image: image514.wmf]2

х

,   
[image: image515.wmf]j

(x)=8cos
[image: image516.wmf]2

х

- 3-2xsinx.
Розв’язання: Область визначення функцій f i 
[image: image517.wmf]j

 є будь – яке дійсне число. Знаходимо f′ (х) , користуючись формулами (20), (15) и (16) та похідними елементарних  функцій.

F′(x)=(4xcos2
[image: image518.wmf]2

x

)′ = 4(xcos2
[image: image519.wmf]2
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)′ = 4(x′cos2
[image: image520.wmf]2
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)=4(cos2
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xsinx) = 4cos2
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x
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За умовою  f′ (х) =
[image: image529.wmf]j

(x) .

Складемо рівняння 4 cos2
[image: image530.wmf]2

x

-2xsinx = 8 cos
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 – 3 – 2xsinx.

Область визначення: х
[image: image532.wmf]Î
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4 cos2
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4 cos2
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Нехай  cos
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4. Обернена функція. Похідна оберненої  функції. 


Якщо між двома числовими множинами  X  (X:  a
[image: image548.wmf]£

x
[image: image549.wmf]£

b)  I 

Y  (Y: c
[image: image550.wmf]£

y
[image: image551.wmf]£

d)  встановлено одночасну відповідність, тобто кожному елементу х множини  Х (х
[image: image552.wmf]Î

Х),  поставлено у відповідність за правилом f тільки один елемент у множині  Y (y
[image: image553.wmf]Î

Y), тобто


І кожному елементу у множині Y (y
[image: image554.wmf]Î

Y) за правилом Y поставлено у відповідність тільки один елемент X  множині X (x
[image: image555.wmf]Î

X) , тобто                 


то функції y=f(x)  і  x=
[image: image556.wmf]j

(y)  називаються взаємно оберненими. Для взаємно обернених функцій мають місце тотожності

                                f(
[image: image557.wmf]j

(y))
[image: image558.wmf]º

y                        
[image: image559.wmf]j

(f(x))
[image: image560.wmf]º

x

Якщо функція y=f(x)  строго монотонна, то вона має обернену функцію x=
[image: image561.wmf]j

(y), яка теж строго монотонна.


 Якщо функція y=f(x)  строго монотонна і в точці  х має похідну 

f′ (х) відмінну від нуля, то обернена їй  функція x=
[image: image562.wmf]j

(y), теж має похідну у відповідній точці  у ,причому похідні взаємно обернених функцій взаємно обернені за величиною.
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Приклад 4. 9.  Довести, що (arcsinx)′=
[image: image565.wmf]2
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Доведення. Якщо y=arcsinx I   х
[image: image566.wmf]Î

[-1; 1] , то обернена для неї функція
X=siny, y
[image: image567.wmf]Î
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Згідно формули (21)
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Приклад 4. 10.  Довести, що (arccosx)′=-
[image: image575.wmf]2
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Доведення. Якщо  y=arccosx I  х
[image: image576.wmf]Î

[-1; 1]  , то обернена для неї функція
X=cosy ,y
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Приклад 4. 11.  Довести, що (arctgx)′=
[image: image585.wmf]2
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Доведення. Якщо  y=arctgx , х
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X=tgy, y
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Приклад 4. 12.  Довести, що (arctgx)′=-
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Доведення. Якщо  y=arcctgx,  х
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)    то обернена для неї функція

X=ctgy, y
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5.Похідна показникової та логарифмічної функцій

Показникова функція диференційна у кожнії, її точці

                                         (ex)′=ex                                                                             (26)

                                        (ax)′=axlna                                              (27)

Показникова фунуція диференційована у будь-якій точці,а її похідна не перетворюється на нуль, графік показникової функції має негоризонтальну дотичну в кожній точці. Графіки функцій y=logax I y=ax симетричні відносно прямої y=x.

Тому графік логарифмічної функції має невертикальну дотичну в будь - якій точці. А це рівносильно  диференційовності логарифмічної функції на області її визначення.

1=x′=(elnx)′=elnx ln′x=xln′x

                                        1=xln′x     (lnx)′=
[image: image602.wmf]x

1

                                        (28)
Приклад 4.13. 3знайти похідну функції

F(x)=(x2+3)ln(2x+1)

Розв’язання: Cкористаємося похідною добутку функції та складеної функції.

Маємо 

F′(x)=(x2+3)′ln(2x+1)+(x2+3)(ln(2x+1))′=2xln(2x+1)+(x2+3)
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F′(x)=2xln(2x+1)+
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Приклад 4.14   Розв’язати нерівність  f′(x) >
[image: image606.wmf]j

′(x) якщо

F(x)=x+ln(x-5);        
[image: image607.wmf]j

(x)=ln(x-1) 

Розв’язання: Oбласть визначення   
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f′(x)=(x+ln(x-5))′=1+
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Враховуючи область визначення функцій,  х
[image: image626.wmf]Î

(5; +
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).   - розв’язок нерівності

Відповідь:х
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).   
6.Поняття про похідну вищого порядку.

Багато задач природознавства і техніки приводять до необхідності багаторазового  диференціювання функцій.

Нехай наприклад, задано функцію

F(x)=x5+3x-4. Знайдемо  f′(x):  f′(x)=5x4+3.

Похідна f′(x) є функцією, що має похідну в довільній точці х. Ця похідна називається похідною другого порядку функції f   і  позначається f′′(x), тобто   
f′′(x)=(f′(x))′=20х3

Аналогічно дістанемо похідні третього ,четвертого і т.д. порядку:

       f′′′(x)=(f′′(x))′=60х2;                      f(iv)(x)=(f′′′(x))′=120x;

       f(v)(x)=(f(iv)(x))′=120;                     f(n)(x)=0                    n>5.

Oтже, f(n)(x)=(f(n-1)(x))′,         

тобто похідною n- го порядку функцій f (якщо вона існує) називаються похідна від її похідної (n-1)- го  порядку.


Всі похідні f(n)(x),  n
[image: image630.wmf]³

2 функції f називають похідними вищого порядку, а f′(x) у зв’язку з цим називають похідною першого порядку.

Приклад 4.15 Обчислити f(іv)(x) в точці x=0, якщо f(x)=
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Розвязання: 
f′(x)=(
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f′′′(x)=(2
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       f(iv)(x)=(12x
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  f(iv)(0)=e0(0+0+12)=12

Відповідь:12.

Приклад 4.16   y=sinx .Довести , що                   y(n)=sin(n
[image: image661.wmf]2

p

+x).

Доведення. Доведемо методом математичної індукції
n=1        y′=cosx         y′=sin(
[image: image662.wmf]2

p

+x)=cosx.
Припустимо, що при n=k   y(k)=sin(k
[image: image663.wmf]2
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+x).

Доведемо, що при n=k+1   y(k+1)=sin((k+1)
[image: image664.wmf]2
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+x).
y(k+1)=(y(k))′=(sin(k
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+x))′=cos(k
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y(k+1)=sin((k+1)
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Отже при будь-якому натуральному n
y(n)=sin(n
[image: image673.wmf]2
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+x).

При знаходженні похідних вищих порядків можна скористатись формулами:

(sinx)(n)=sin(n+x)

(cosx)(n)=cos(n+x)
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(ax)(n)=ax(lna)(n)   (ex)(n)=ex
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Приклад 4.17   Дано функціюy=sin2x .Знайти y′′′
Розв’язання.

y′=2sinxcosx=sin2x.

y′′=(sin2x)′=2cos2x

y′′′=(2cos2x)′=2(-2sin2x)=-4sin2x.

Відповідь:-4sin2x.
Серед похідних вищого порядку з точки зору їх практичного застосування виділяють похідні другого порядку.
Розглянемо  прямолінійний рух  точки, закон якого задано функцію S=S(t). Відомо, що швидкість цього руху в момент часу t визначається формулою υ =S(t). Якщо швидкість υ не є сталою (рух нерівномірний) то можна ввести у розгляд швидкість зміни швидкості, яку називають прискоренням руху в момент часу  t та позначають  a(t)
a(t)=υ′(t)=S′′(t). 
Отже, прискорення прямолінійного руху є похідна другого порядку від шляху за часом.

Приклад 4. 18. Точка рухається за законом S(t)=0,5t4-5t3+12t2-1. В який момент часу прискорення руху точки дорівнює нулю?

Розв’язання. Прискорення руху точки визначаємо за формулою a(t) = S′′(t)

S′′(t)=2t3-15t2+24t
а(t)=S′′(t)=(2t-15t+24t)′=6t2-30t+24 –це прискорення руху точки в момент часу t
Прискорення руху точки дорівнює 0. 

a(t)=0,            6t2-30t+24 =0,

                         t2-5t+4 =0,

                         t1=4,    t2=1

Відповідь: 1c.,   4c.

Приклад 4.19 Точка рухається за законом S(t)=
[image: image677.wmf]5

1

t5+
[image: image678.wmf]3

1

t3+20t-3.  Знайти швидкість і прискорення точки через 2с. Після початку руху.

Розв`язання.


[image: image679.wmf]u

(t)=S′(t).


[image: image680.wmf]u

(t)=(
[image: image681.wmf]5

1

t5+
[image: image682.wmf]3

1

t3+20t-3)′=(t4+t2+20) - швидкість руху т. в момент часу t

[image: image683.wmf]u

(2)=24+22+20=16+4+20=40 м/с - швидкість руху точки в момент часу t=2.
a(t)=S′′(t)=(t4+t2+20)′ =(4t3+2t) - прискорення руху точки в момент часу t.
a(2)=4·23+2·2=32+4=36 м/с2 прискорення руху точки в момент часу t=2.
Відповідь: 40 м/с; 36 м/с2 
§5 Дотична до графіку функції

[image: image684.wmf]Геометричний зміст похідної: похідна  f′(x0) функції  f у точці x0 є  значення кутового коефіцієнту дотичної до кривої y=f(x) у точці з абсцисою x0.

Рівняння дотичної до кривої y=f(x)  в точці з абсцисою x0 має вигляд

Y=f(x0)+f′(x0)(x-x0)

Кутовий коефіцієнт дотичної до графіка функції y=f(x) і точці з абсцисою x0   дорівнює значенню похідної функції в точці дотику: k=tg
[image: image685.wmf]a

=f′(x0)

де   
[image: image686.wmf]a

-  кут між дотичною і додатним напрямком вісі абсцис, 0
[image: image687.wmf]£


[image: image688.wmf]a

<
[image: image689.wmf]p

.
Дві прямі y=k1x+b1  i y=k2x+b2   паралельні тоді і тільки тоді, коли  k1=k2   b1
[image: image690.wmf]¹

b2   
Дві прямі y=k1x+b1  i y=k2x+b2   перпендикулярні тоді, коли k1·k2 =-1   

Кутом між графіками функції y=f(x) I y=g(x)  в точці перетину називається кут між дотичними до їх графіків в цій точці. Величина кута 
[image: image691.wmf]j

  
[image: image692.wmf]2
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між двома прямими y=k1x+b1  i y=k2x+b2   визначається з відношення
tg
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Приклад 5.1 Знайти кутовий коефіцієнт дотичної до графіка функції f(x)=
[image: image695.wmf]2
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15

x

-

 в точці x0=1.

Розв`язання.

Кутовий коефіцієнт дотичної до графіка функції в точці з абсцисою x0  дорівнює значенню похідної функції в точці дотику.
K=f′(x0)

Знайдемо  f′(x)

f′(x)=
[image: image696.wmf]2
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K=f′(x0)=f′(1)=
[image: image697.wmf]2
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K=-2 - кутовий коефіцієнт дотичної до графіку функції f(x)=
[image: image698.wmf]2
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15

x
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 в точці x0=1

Відповідь: k=-2.

Приклад 5.2 Знайти тангенс кута нахилу до осі Ох дотичної до графіку функції f(x)=3lnx в точці x0=1

Розв`язання.

Тангенс кута нахилу до осі Ох дотичної до графіка функції в точці з абсцисою дорівнює значенню похідної функції в точці дотику.

tg
[image: image699.wmf]a

=f′(x0)

Знайдемо f′(x)

f′(x)=(3lnx)′=
[image: image700.wmf]х
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tg 
[image: image701.wmf]a

=f′(1)=
[image: image702.wmf]1

3

=3      tg 
[image: image703.wmf]a

=3      

Відповідь:3

Приклад 5.3 Складіть рівняння дотичної до графіка функції  f(x)=
[image: image704.wmf]4
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в точці з абсцисою x0=1
Розв`язання.

Рівняння дотичної до кривої y=f(x) в точці з абсцисою x0  має вигляд
y=f(x0)=f(1)=
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Рівняння дотичної знаходиться за формулою
Y=f(x0)+f′(x0)(x-x0)

Y=
[image: image708.wmf])
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 - рівняння дотичної до графіка даної функції в точці x0=1

Відповідь: Y=
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Приклад 5.4. Написати рівняння дотичної до графіка функції f(x)=x3-x2 в точці перетину з віссю абсцис.

Розв`язання.

Знайдемо точки перетину кривої з віссю абсцис, розв’язавши рівняння
f(x)=x3-x2 

x3-x2 =0

x2(x-1)=0       x=0   або x=1
Напишемо рівняння дотичної до кожної з точок x=0; x=1

а)x=0   f(x0)=f(0)=0

   f′(x)=3x2-2x                      f′(x0)=f(0)=0

Рівняння дотичної має вигляд

Y=f(x0)+f′(x0)(x-x0)

y=0+0(x-0)
y=0 - Рівняння дотичної до графіку функції  f(x)  в точці x=0 

б)x=1   f(x0)=f(1)=13-12=0

   f′(x)=3x2-2x                     f′(x0)=f(1)=3·12-2·1=1

Y=f(x0)+f′(x0)(x-x0)

y=0+1(x-1)
y=x-1 - Рівняння дотичної до графіку функції  f(x)  в точці x=1.

 Відповідь: y=0 ;y=x-1 .

 Приклад 5.5. Написати рівняння дотичної до графіка функції 
 f(x)=1-ln(x+1)в точці перетину з віссю ординат.

Розв`язання.

Графік функції f(x) перетинає вісь ординат в точці з абсцисою x0=0.
Тоді f(x0)=f(0)=1-ln1=1     f(0)=1

          f′(x)=-
[image: image712.wmf]1

1

+

х

                f′(x0)=f′(0)=-1     

Підставимо одержані числові значення в рівняння дотичної
Y=f(x0)+f′(x0)(x-x0)

Y=1-1(x-0)

Y=-x+1 - рівняння дотичної до графіка функції в точці перетину з віссю ординат, x=0.

Відповідь: Y=-x+1 .

Приклад 5.6. Написати рівняння дотичної до графіка функції f(x)=x3-3x+1 яка  паралельна прямій y=9x+5.

Розв`язання.

Кутовий коефіцієнт даної прямої k=9, кутовий коефіцієнт шуканої дотичної  дорівнює f′(x0), де  x0- абсциса точки дотику. Так як шукана дотична паралельна шуканій прямій, то їх кутові коефіцієнти рівні.
f′(x0)=9    f′(x)=3x2-3
Тоді    f′(x0)=3x2-3=9,




3x2-3=9,

x2-1=3,

x02=4,
x0=2,  або  x0=-2.
При x0=2  маємо:f(x0)=f(2)=23-3·2+1=3. 

Рівняння дотичної Y=f(x0)+f′(x0)(x-x0)

Y=3+9(x-2),

Y=3+9x-18,

Y=9x-15 - рівняння дотичної до графіку функції  f(x)  в точці x0=2.
При x0=-2 маємо: f(x0)=f(-2)=(-2)3-3·(-2)+1=-8+6+1=-1. 

Y=f(x0)+f′(x0)(x-x0);

Y=-1+9(x+2),

Y=9x+18-1,

Y=9x+17- рівняння дотичної до графіку функції  f(x)  в точці з абсцисою x0=-2 
Відповідь: Y=9x-15 ;  Y=9x+17.

Приклад 5.7. Знайти  рівняння дотичної до графіка функції f(x)=2x2+2, що проходить через задану точку М(0;1).
Розв`язання.
f(0)=2·0+2;      f(0)=2
Точка М(0;1) не належить графіку функції 

Нехай  (x0;y0) точка дотику

Рівняння дотичної має вигляд
Y=f(x0)+f′(x0)(x-x0)

f(x0)=2·x02+2 ;   f′(x)=4x;   f′(x0)=4x0.

Y=2·x02+2+4x0(x-x0)
Y=2·x02+2+4x0x-4x02
Y=-2·x02+4x0x+2 - рівняння дотичної що проходить через точку (x0;y0)  і М(0;1) 
Тоді координати точки М(0;1) задовольняють рівняння
1=-2·x02+4x0·0+2 

2·x02=1                 x02=
[image: image713.wmf]2
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x0  =-
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   aбо   x0=
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1


При x0  =-
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    f(x0)=
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f′(x0)=4·
[image: image718.wmf]2
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Знаходимо рівняння дотичної що проходить через точку М(0;1)  і точку, абсциса якої x0=
[image: image719.wmf]2
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- шукане рівняння дотичної що проходить через точку М(0;1)  
При  x0=
[image: image723.wmf]2
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       f(x0)=3.

f′(x0)=4·
[image: image724.wmf]2
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 -  рівняння дотичної до графіка функції, що проходить через точку  М(0;1)  

Відповідь: 
[image: image729.wmf]1
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Приклад 5.8. Знайти в який точці графіка функції 
[image: image731.wmf]2
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дотична до нього нахилена до осі абсцис під кутом 
[image: image732.wmf]4
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Розв`язання.

Знаходимо похідну функції f(x).
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Кутовий коефіцієнт дотичної в шуканої точці (x0;y0)  k=f′(x0)=tg
[image: image734.wmf]a


f′(x0)=
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Одержуємо рівняння
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-1=0,
9x02-18x0-16=0,

D=81+9·16=9·25=225,
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x0=
[image: image742.wmf]9

24

, 
aбо
x0=
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   При   x0=
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В точці  
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  дотична нахилена до графіка даної функції під кутом 
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 В точці   
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дотична нахилена до графіка даної функції під кутом 
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Відповідь: 
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 Приклад 5.9. Знайти під яким кутом перетинає вісь  Ox  крива f(x)= x4-x2.

Розв`язання.

Кутом між графіком функції y=f(x)  і віссю абсцис в даній точці x0 називається кут між дотичною до графіка функції  в точці  x0  і додатнім напрямом осі абсцис.

Знайдемо точки перетину графіка функції з віссю  Ox .

F(x)=0                      x4-x2=0





x2(x2-1)=0

                                 x1=0,                  x2=1,                x3=-1.

Таких точок три.

Знайдемо кутовий коефіцієнт  дотичної, проведеної до графіка функції в кожній із точок    x1, x2, x3.

f′(x)=4x3-2x .                                 

k1=tg
[image: image762.wmf]1
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= f′(x1)=f′(0)=4·0-2·0=0,            tg
[image: image763.wmf]1

a

= 0

    
[image: image764.wmf]1

a

= 0

       k2=tg
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= f′(x2)=f′(1)=4·13-2·11=2,            tg
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        k3=tg
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= f′(x3)=f′(-1)=4·(-1)3-2·(-1)1=-2,            tg
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Враховуючи, що  0<
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a

<
[image: image771.wmf]p

      
[image: image772.wmf]3
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= 
[image: image773.wmf]p

-arctg2.
Відповідь: 00;  arctg2;  
[image: image774.wmf]p

-arctg2.

 Приклад 5.10. Знайти кут між графіками функції f(x)=x2  і g(x)= x3.

Розв`язання.
Кутом між графіками функцій  y=f(x) і  y= g(x) в точці їх перетину називається кут між  дотичними до їх графіків в цій точці. Знайдемо точки перетину цих графіків функцій  f(x)=x2  і g(x)= x3.   
 x2 = x3             x3 -x2 =0

                      x2(-x-1)= 0

                    x=0                   aбо    x=1

f(0)=0        f(1)=1

Дані графіки функцій мають дві спільні точки A(0;0);  B(1;1). Знайдемо кутові коефіцієнти дотичних до даних функції в точці A(0;0).

f′(x)=2x,         k1= f′(0)=0                         k1=0                 

g′(x)=3x2        k2= f′(0)=0                         k2=0                 

Нехай 
[image: image775.wmf]1
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 - кут між дотичними, проведеними в точці A,  
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j

=0              
[image: image780.wmf]1
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Знайдемо кутові коефіцієнти дотичних до даних функцій в точці B(1;1) .
f′(x)=2x,         k3= f′(x0)=f′(1)=2                         

g′(x)=3x2        k4= f′(x0)=f′(1)=3                         

Нехай  
[image: image781.wmf]2
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– кут між дотичними, проведеними в точці  B, 
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Відповідь: 00; arctg
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 Приклад 5.11. Знайти рівняння дотичної до графіка функції f(x) = x2+2x перпендикулярної   до прямої y-x+7=0
Розв`язання.

Нехай k1– кутовий коефіцієнт даної прямої y-x+7=0  y=x-7, k1=1 .
k2 - кутовий коефіцієнт шуканої дотичної 
k2=
[image: image790.wmf]1
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                  k2=-1.
З другого боку   k2=f′(x0)=2x0+2   ,  де x0– абсциса точки дотику. Тоді маємо

f′(x0)=k2

2x0+2=-1,

2x0=-3,

x0=-1,5.

f(x0)=f
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Рівняння дотичної знаходимо з формули
Y=f(x0)+f′(x0)(x-x0)
Підставляючи знайдені числові данні в рівняння дотичної, одержимо
Y=-
[image: image792.wmf]4
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-1(x+
[image: image793.wmf]2
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),

Y=-
[image: image794.wmf]4
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-x-
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,

Y=-x-
[image: image796.wmf]4

9

,

Y=-x-
[image: image797.wmf]4

1

2

 - шукане рівняння дотичної до графіка функції f(x), перпендикулярної до прямої  y-x+7=0.

Відповідь:Y=-x-
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